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DANS UN FLUIDE VISQUEUX NEWTONIEN OU NON, 
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Ri?sum&On calcule la distribution de la concentration ou de la temptrature au-dessus d’une suite de 
zones alternativement inactives et actives ainsi que les flux limites de diffusion ou de conduction sur les 
zones actives, compte-tenu de leurs intiractions. 

Ce calcul est valable pour les tcoulements unidimensionnels, bidimensionnels et tridimensionnels $ 
symitrie axiale. I1 est indtpendant de la loi de comportement du fluide supposl visqueux. 

NOTATIONS 

Ai( fonction d’Airy de la variable u avec 

AI(O) 
__ N -0,729; 
A,(O) 

Uk+f) 
akr dCfini par: ak = 3k __ 

Uf) ’ 

b k, 
W-t51 

dirfini par: bk = 3k __ . 

m ’ 

bk,m = 
2kr(k-m++) 

r(+) ’ 

&(u), fonction d’Airy de la variable u; 

Wf4) 
Ck, dCfini par: ck = 3k ~ 

r(4) ’ 

3T(k-mf4) 
Ck,m = 

r(+) ’ 

c concentration (mole. cm-‘) ou tempkrature; 

C Co> concentration ou tempkrature supposee 

constante au sein du fluide; 

G(% Yl concentration ou tempkrature au-dessus 
de la zone d’indice n avec CO(x, y) = C, ; 

C:(y), valeur de C,(x, y) sur la frontikre aval de la 
zone d’indice n; 
concentration ou tempkrature rkduite dCfinie 

par la relation: 

transform&e de Laplace de C.’ par rapport 
g 0” dCfinie par la relation : 

m - 

CCL Z”) = 
5 

ev-S,W?(fA, ZJd& 
0 

oti S,, est la variable transform&e de 
Laplace de 0, ; 

coefficient de diffusion ou diffusivitt- 

thermique; 
fonction de la variable x; 

fonction de u dCfinie par: 

F, ) = 2 
” 

27l 

densiti: du flux limite de diffusion ou de 
conduction sur la surface; 
flux limite intkgri: de diffusion ou de 
conduction sur la surface; 

valeurs de j et de J sur la zone active 
d’indice n; 

valeur totale des flux sur toutes les surfaces 
actives; 
largeur d’une zone d’indice n dans la 
direction perpendiculaire aux axes des x et 

des y dans le cas des Ccoulements 
unidimensionnels et bidimensionnels; 
nombre Cgal 6.2~ dans le case des 

kcoulements tridimensionnels ii symktrie 
axiale ; 

quantitC dCfinie par $ ; 

facteur de collection au sens d’Albery [4]; 
nombre Cgal B l’unitk dans le cas des 
kcoulements unidimensionnels et 
bidimensionnels et distance normale d’un 
point de la surface B l’axe de symCtrie dans 
le cas des Ccoulements tridimensionnels B 
symCtrie axiale; 

variable transform&e de Laplace de 0, ; 
coefficient independant de x et de y; 
variable; 

composante en x et y de la vitesse relative 
du fluide par rapport a la surface dans la 
couche limite; 
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& 

xk> 

Y, 

2.9 

a, 

B, 

l- (4, 

Y 
;1, 

Y > 

(2) 
Y 3 

(3) 
Y 9 

(2n) 
Y Y 

(2n+l) 
Y 7 
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coordonnte tangentielle mesuree a partir du 
bord d’attaque de la surface par le fluide 
dans le cas des Ccoulements unidimensionnels 
et coordonnees mtridiennes mesurees g 

partir du pole dans le cas des Ccoulements 
tridimensionnels a symetrie axiale (le pole 
est le point oh I’axe de symetrie traverse 

la surface); 
abscisse des differentes zones; 
distance nor-male a la surface comptee 
positivement vers le sein du fluide; 

variable definie par: 

Z. = (3y(t”:t”_,,)/3 J4; 

fonction gamma de la variable u; 

defini par Y = D,/(2&); 
definl par: 

+l) = (_ 1)” I% t-4) 
-----6i, = (-3)-“ai,bi,; 

ml 

(- I)” 
dtfini par: y”) = ~ . 

ai, bi, ai2 

r(il +2) Cij,iJ ’ 

defini par : 4 = So 1’(.u),r 

Y 
(3)_ (-lli’ ai,bi, (3)” .T,~, 

-T(il’2)‘Ci,,ii biz,i, “’ 

oit SO est independant des coordonnees x et y et oti 
f(x) est une fonction de X. 

dbfini par: 

(- 1)” ai, bi, (3)” ai, Y(zn)=__-__ 
r-h +2) Ci,,ir r(i2 + 1) bi,,i, 

(3)” bi, (3)izrL- 1 

x r(i3+2).‘l-(r(i2n-1+2) 

b 

de&i par : 

Cette hypothese est valable dans la couche limite 
laminaire et dans la sous-couche laminaire en regime 
turbulent, c’est-a-dire trek pres de la paroi [l]. (Precise- 

ment, aux nombres de Prandtl et de Schmidt eleves, 
nous etudions des phenomenes pres de la surface.) Elle 

est independante de la loi de comportement du fluide 
et les resultats obtenus sont valables pour les fluides 
visqueux, Newtoniens ou non. 

Y 
(zn+lj _ (-llr’ ailbi, t3)” ur~ 

Uil +2) Cil.ij r(i2 + 1) bi2.b 

(3)” bi, (3)“” 
x----~-----_..~ 

r(i3 + 2, cij, iq w,, + 2) 

ai2n 

2. FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME 
EN REGIME LAMINAIRE 

Reperons les differentes zones par les indices 0, 1,2,. 
Ctant entendu que la premiere zone (n = 0) est inactive, 
la seconde (n = 1) active, etc. Ainsi, la zone d’indice 
2n est inactive: (x2” < x < .x~,,+~) tandis que la zone 
d’indice 2n + 1 est active: 

(x 2n+, < x < .xzn+2, 1 

11 faut resoudre le systeme differentiel: Y *(2nf1), defini par: 

Y 
*pn+l) _ (-1)” ai,bi, (3)” G 

ITi1 +2) ci,,iZ W,+L) bi1.k 

,,. C31iznm’ bi2”-1 (3)iz”a& 

r(i2n-1+2)cil,,il,+, r(k+l)kH’ 

e t-5, 
I, variable definie par: 0. = 3(5, _ 5,_ 1) ; 

e:, defini par: (e,), = en + , ; 

i (X,).j’ fonction de courant de l’ecoulement detinie 
par les relations : 

r/, = 1 c!L 
r ?L 

et v, = _ !. (‘!f!! : 
r ix 

Y 
SW) 1 variable definie par: 

s 

x 
1_ 5- rf:;,f;:i2 dx. 

0 

I. INTRODUCTION 

SOIT une surface solide en contact avec un fluide en 
ecoulement. Appelons zone active une zone oh existe 
un gradient parietal non nul de concentration, ou de 

temperature, et zone inactive une zone ou ces mimes 
gradients sont nuls. Delimitons sur la surface une 
succession de zones alternativement actives et inactives. 

On suppose le fluide a proprietes physiques constantes, 
lc regime permanent, les nombres de Schmidt et de 

Prandtl superieurs a l’unite. 
On calcule la distribution spatiale de la concen- 

tration, ou de la temperature, au-dessus de chaque zone 
active ou inactive ainsi que les flux limites de diffusion, 

ou de conduction, sur les zones actives, compte-tenu 
de leurs interactions. 

Ce calcul est valable pour les ecoulements uni- 
dimensionnels, bidimensionnels et tridimensionnels a 
symetrie axiale. L’hypothese fondamentale consiste a 
prendre pour la composante en x de la vitesse relative 

du fluide dans la couche limite, une expression de 

la forme : 

(1) 

C = constante = C, pour y = x (2a) 

x1 <xbx2 

C = constante = 0 pour y = 0 et 
x3 d x < x4 

(2b) 
. . . . . . . . . . 
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Pour : C,= o # 0, la solution du probltme se deduit 

aisement de celle proposee ici en remplacant C, par 

C, -(C),=0 
O<X<Xi 

E = 0 pour y = 0 et 
ay 

x2 < x < x3 
(2c) 

. . . . . . . . . . . . . . 

X2” < x < XZn+1. 

Par changement de variables, ce systeme s’ecrit sous 
la forme : 

ac 
i=_x &g 

( ) 
C-C, pour $+cc 

51 G 5 G 52 

53 < 5 G 54 

C = 0 pour $ = 0 et . . . . . 

ac = 0 pour cl/ = 0 et 
ay 

(3) 

Pa) 

(W 

(W 

Soit encore, sur chaque zone d’indice n 3 1, en 
effectuant un nouveau changement de variables: 

a2c+ ac; 
‘==ZC& az: 

Z,+CQ, c,+ + 0 

z, = 0, 0 < 9” < 5 II+1 -5. 
3(5,--5,-i) 

$$ = 0 si n est pair (zone inerte). 
” 

(54 

(W 

Dans ce cas, l’egalite est exclue dans la condition 
pour 0”. C.’ = - 1 si n est impair (zone active) 

6. = 0, C.‘(B,, Z,) = C.‘_“,(Z,_,) = C,‘_o,(Z,). (5c) 

3. RESOLUTION DU PROBLEME 

La transformee de Laplace de C,’ par rapport a 8, 
donne a la place de (5a) l’equation: 

Soit: 

- 
a2c+ 
2 = Z”(s. c.’ - cn+-1). 
i?Z," (6) 

ditions aux limites permettent de calculer les coeffi- 
cients de proportionnalite dans la combinaison lineaire. 
II vient, si la zone est active : 

Si la zone est inactive: 

Le calcul de C.’ s’effectue de proche en proche 

a partir de la zone d’indice zero. On en deduit les flux 
sur les surfaces actives. 11 vient : 

co = c, (10) 

““~D(~)1’2(~~‘3r’~.2~‘,2 (12) 

I-(4/3) 

s x2 

J, = K, jl(x)r(,)dx 

= O,906;C, K1 y-1!3S;!2(t2 - &)2’3 (13) 

c 
2 

= c eY-1’3 (M;:e2)“3 

m r(2/3) r&3) [ .Jo Y(‘)(FY 

(Cz)y=o = 

3- 1’3Cm Ai - 
U4/3) W/3) AI(O) 

(31!3@‘3 + 1)2 
32/3@3 _ 31/30;/3 + 1 

+J3arctan(~~$$)]. (15) 

Cette relation particularisee au cas du disque 
tournant dans un fluide de Newton est identique a celle 

que nous avons deja calculee directement [3]. Nous 
generalisons done ici notre precedent travail. 

a2c+ - 
a(z,s!'3)2 

_(Z”$/3)C.’ = -zE!&. 
(7) ’ 

c = _c 4 ey-113 (h4,:e:p3 (M;,:e,)-1’3 

m Ado) W/3) r(4/3) r(w) 

La solution generale de l’equation homogene est 
classique [2] et se presente comme une combinaison 
lintaire, soit des fonctions : 

Ai(Z,S,‘j3) et Bi(Z.S,f13); soit des fonctions; 

2ni 

Ai(Z,S,fi3) et Ai(Z,#13 e 3 ); soit des fonctions: 

-2% 
Ai(Z,L$“) et Ai(Z,S,,l’3 e 3 ). 

La solution de l’equation complete s’obtient en ajou- 
tant a la solution generale de l’equation homogene une 
solution particuliere de l’equation complete. Les con- 

-W+l x (bf;,;e,)-i3 .- 
(3i3 + l)! 1 (16) 

j3 = O,729C, D(;y’2(&)I’3 r&!fJ;i{’ 

x e:-1'3 (h4,:efy (hf;,:e,)-l'3 
w/3) ww w/3) 

x [i~~=op*(‘)(~~(~)+i*] (17) 



J3 = K, j,(x)r(x)dx 

= 0672~ ~2,3s:, 3 
1, 

Soit encore : 

J3 = O,906Dc’, K3;‘-’ “S:, 2(:2-<~)2 3 

x [ 1 -F[;fl+a+,o]] 
-py-F(a)]-1 

II est interessant [4] de calculer la quantite: 

Nous trouvons: 

Cette relal 

(18) 

(19) 

(20) 

,n particulariste au disque-anneau tour- 
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nant dans un fluide de Newton s’kdentifie a I’expression 
trouvee directement par Albery [4]; elle en constitue 
done une generalisation. 

On peut augmenter la generalite de nos calculs en 
integrant la densite du flux sur une zone active de 

geometric quelconque situee sur la paroi solide. Intro- 
duisons a cet effet une troisieme coordonnee speciale I 
mesuree sur la paroi et orthogonale aux deux coor- 
don&es x et J’, L’equation du contour de la zone active 

constitue une relation I = I(s) entre les coordonnees 
I et Y. Considerons la zone active d’indice 2n + 1. Soient 
I 2n+~ et 12"+2 respectivement les valeurs minimale et 
maximale de la fonction I = [(x); x~~+~(I) I’equation du 
demi-contour lorsque la coordonnee I augmente entre 
I 2n+l et izn+2; .x~~+~(/) I’equation du demi-contour 
lorsque la coordonnee I diminue entre IZ,,+* et IZn+r. 

11 vient pour le flux J,,+, sur la zone active d’indice 
211f 1 : 

II,,+ 2 

I 1 

Xl,, 4 J(i) 
J 2n+1 = hn+,(x).~,x,dx.dl. 

” Irt, 4 I . xlrl+ >(I1 

Le cas traite dans les paragraphes precedents corre- 

spond Cvidemment a : 

En poursuivant les calculs, nous trouvons: x~~+~(/) = constante et x2n+Z (/) = constante. 

On constate dans les expressions (1 I), ( 14), (16)-( 19), 
(2&(25), la presence d’un crochet contenant une som- 
mation multiple sur les indices ir, iz, L’omission de 
ce crochet conduit a des expressions approchees des 
concentrations et des flux. Ces expressions approchees 

peuvent etre obtenues directement a partir de (8) et (9) 

en developpant les fonctions d’Airy en series de puis- 
sances croissantes de leurs arguments et en ne retenant 
que le premier terme (ceci est valable aux tres faibles 
valeurs de x). En procedant ainsi, on retrouve pour 
J, l’expression (13) mais les valeurs suivantes pour 

J3,Jz,....J2,,+, sont plus faibles de 15 pour cent 
environ des valeurs experimentales mesurees. 

Le flux total JT sur toutes les surfaces actives en nombre egal a i est done: 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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4. L’ECOULEMENT EST TURBULENT 

En regime turbulent, au voisinage du bord d’attaque 

d’une surface active par le fluide, le flux de diffusion 

moyen peut etre calculi: comme precedemment, en 
resolvant l’tquation differentielle de la diffusion con- 
vective a condition de considerer les valeurs moyennes 
des grandeurs physiques. On dit qu’au voisinage du 
bord d’attaque de la surface active, le regime de 
diffusion turbulente est non etabli [S]. Ainsi, les calculs 
qui precedent sont valables en regime de diffusion 
turbulente non Ctabli. 

11 en va tout autrement loin du bord d’attaque de 
la surface active par le fluide car les resultats theoriques 

obtenus en regime de diffusion turbulente non Ctabli 
ne sont plus verifies par l’experience. On dit dans ce 
cas que le regime de diffusion turbulente est Ctabli [5]. 

Dans cette zone, on calcule la densite j du flux de 
diffusion turbulente en posant par hypothese que: 

oti 6 est l’epaisseur de la couche limite de diffusion. 
Par une analyse dimensionnelle, on relie ensuite 6 a 
l’epaisseur 6, de la sous-couche visqueuse ou a la vitesse 
de frottement V, : 

(p est la masse volumique et T la tension de frottement). 
Cette methode suppose done connue la loi de com- 

portement du fluide. Ainsi, pour un Auide d’otswald 
nous trouvons [5] : 

4--E 

j _ D2!3Nm2/3&3S. ,C 8 

oti R = pN est l’indice de consistance du fluide et E 
son indice de comportement. Pour un fluide de Newton 
(E = l), cette expression se reduite a: 

oti vest la viscosite cinematique. Cette derniere relation 
a deja Cte verifiee par l’experience [6]. 

Ainsi, pour Ctendre notre theorie a des surfaces 

actives en regime de diffusion turbulente etablies, nous 
devons effectuer de nouveaux calculs. Dans ce but, nous 
posons par hypothese que derriere une surface active la 
relaxation de diffusion obeit a des lois qui peuvent 
etre prevues par resolution de l’equation de la diffusion 
convective, Ctant deja entendu que l’on considere des 
grandeurs moyennes. Nous traitons ci-dessous le cas 
du fluide d’otswald qui admet le fluide de Newton 
comme cas particulier. Nous trouvons alors sans 
difficult& : 

2. Sur la zone inerte en am/ de la premibre swfuce active 
(zone d’indice 2) 

C = Ai l 
2-1. 1 --i 

2 ---a,C,N 
4(O) L-(4/3) 

-‘!6s”6 f,,Z.,, 

x r,“:2,(&52)“3. 

On remarque que CZ ne depend pas de y. Cela 

provient du fait que C, est proportionnel a \‘. Cette 
approximation est valable uniquement tres pres de la 
surface et elle entraine comme consequence que l’ex- 
pression pour C2 n’est valable qu’au voisinage du bord 
de fuite de la premiere surface active, c’est-a-dire pour 

(- t2 assez petit. 

3. Sur la seconde surface active 
La densite j3(x) est don&e par la meme expression 

que j,(x). Done: 

J3 = K3 j,(x)r(x) dx. 

On en deduit : 

j&+Wdx j,(x)r(x)dx et N = 0 
I 

en appelant N le facteur de collection des deux surfaces 

d’indices 1 et 3, au sens d’Albery [4]. 

4. GPnPralisation 
La generalisation de ces resultats aux zones d’indices 

superieures est immediate. I1 vient : 

I 

2n+2 
J 2n+i - - K2n+1 j2,+i(x)r(x)dx avecj2,+,(x) 

Xl”+ L 

=jr(x). 

5. Cas particulier oi la seconde surface active est en 

rkgime de d$%sion turbulente non-dtubli 

Le calcul de J3 s’effectue alors en resolvant l’equation 

de la diffusion convective suivant la methode que nous 
avons developpee en regime laminaire. On trouve : 

3 
1-i I-, 

J3 = 2 J(4/3)J(2/3) 
K3al C, N-1’6S$ ,fi,‘%.,, 

x rX2)(53- 52)“3(i:4- t3F3. 

Par suite : 

. 

1. Sur /a premihe surface active (zone d’indice 1) 
4-1: 4-e 

j,(x) = al C,D2’3N-“6S06 f(x)b 

0C al est une constante numerique inconnue. 

Cr(x, Y) =ji(x)$-’ 

I--F 

- Wf,A,) 

J1 = K, j,(x).r(x)dx. 
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5. CONCLUSIONS 

A partir de nos calculs, il est possible de determiner 
les conditions qui permettent d’ameliorer les perfor- 
mances d’un echangeur de chaleur ou d’un reacteur 
heterogene. 

On constate que, par exemple, pour augmenter le 
flux, on peut augmenter soit So, c’est-a-dire la vitesse 

d’ecoulement du fluide, soit la surface active. Ces 
circonstances sont connues depuis fort longtemps et 
deja exploitees: ainsi, le flux est plus grand en regime 
turbulent qu’en regime laminaire et souvent on 
augmente la turbulence du fluide en introduisant dans 

l’ecoulement differents obstacles; une autre methode 
connue consiste h travailler en “lit fixe” 0U la surface 

active est constituee par la surface totale d’une multi- 

tude de grains actifs entasses les uns sur les autres. 
Notre calcul permet de proposer une autre methode 

bake sur la multiplication des phenomenes naissants. 
Le principe en est simple: soit une surface active 
plongee dans un ecoulement. Sur cette surface, les 
couches limites se developpent de sorte que la densite 
du flux est grande au voisinage du bord d’attaque oit 
le phenomene de transfert prend naissance mais 

diminue lorsqu’on s’eloigne de ce bord d’attaque. Au 

voisinage du bord d’attaque, nous parlerons de phe- 
nombne de transfert naissant. Notre methode consiste 

it decouper la surface en une succession de zones actives 
alternant avec des zones inactives. Ceci permet de 
multiplier les phenomenes naissants et done d’augmen- 
ter considerablement la densite moyenne du flux. Bien 
entendu. la giomktrie des zones actives et inactives 
permettant d’optimiser les performances du rttacteur 
ou de I’t-changeur dkpendent des conditions expkri- 

mentales. Mais, prkiskment, nos calculs permettent 
d’effectuer cette optimisation. 
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THEORETICAL STUDY OF THE DIFFUSION OR CONDUCTION FLUXES ON A 
FINITE NUMBER OF ACTIVE SURFACES IN INTERACTION, ONE WITH ANOTHER, 

SEPARATED BY INERT ZONES, IN A NEWTONIAN OR NON-NEWTONIAN 
VISCOUS FLUID IN LAMINAR OR TURBULENT FLOW 

Abstract-We calculate the distribution of the concentration or the distribution of the temperature above 
a series of zones alternatively inactive and active and also the diffusion or conduction fluxes on the active 
zones, by considering their interaction. 

This calculation can be applied to one-dimensional flows, two-dimensional flows, and axially 
symmetrical three-dimensional flows. It is independent of the behaviour law of the viscous fluid. 

THEORETISCHE UNTERSUCHUNG DES DIFFUSIONS- UND WARMESTROMS 
UBER EINER ENDLICHEN ANZAHL DURCH INERTZONEN VONEINANDER 

GETRENNTER, SICH GEGENSEITIG BEEINFLUSSENDER AKTIVER FLACHEN 
IN LAMINARER ODER TURBULENTER ANSTROMUNG DURCH NEWTONSCHE 

ODER NICHT-NEWTONSCHE FLUIDE 

Zusammenfassung,Aufgrund ihrer Wechselwirkungen wird die Konzentrations- oder Temperatur- 
verteilung iiber abwechselnd inaktiven und aktiven Zonen berechnet und such die Diffusions- oder 
Leitungsstrome an den aktiven Zonen. Diese Berechnung ist anwendbar auf eindimensionale und 
zweidimensionale Stromungen sowie auf axial-symmetrische dreidimensionale Stromungen. Sie erweist 

sich als unabhlngig von den Gesetzmagigkeiten der zahen Fliissigkeiten. 

TEOPETMYECKOE MCCJIEAOBAHME aM@@Y3MOHHbIX M_JlTIM 
KOHflYKLHIOHHbIX IIOTOKOB IIPM KOHE’IHbIX YMCJIAX AKTMBHbIX 

B3AMMOLIEI&TBYIOIIILIMX IIOBEPXHOCTEfi. PA3flEJIEHHbIX BPYI- OT 
APYl-A MtiEPTHbIMM 30HAMM, B BR3KOM’IIOTGKE HbIOTOHOBCKOti 

MJIM HEHbIGTOHOBCKOfi ~KMAKOCTM fIPI4 JlAMMHAPHOM M.JlM 
TYPGYJIEHTHOM IIOTOKE 

AIIHO~~HII - Pacserbteaerca pacnpeneneuue Konuenrpaunn rinn pacnpenenenne reMneparyp nan 
pRnOhl IIOtIepeMeHHO HeaKTMBHblX H aKTllBHblX 30H, a rakxe &i@y3nonnbie rinri nportonnqae 
"OTOKM BaKTUBHblX30HaX npkf HXB3aHMO&VZTBHM. 

3TOT PLYSET MOXRT6bITbIIpHMeHeH K ORHOMe,,HblM,t,ByMCpHbIM H aKCMWIbHOCHMM‘ZT,,AYHbIM 

TPeXMe,,HbIMIIOTOKBM.OHH'Z3BBHCMTOT3aKOHa I13MeHeHHII BIlSKHX WUIKOCTefi. 


